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Je suis assistant-professeur a 'université Xi’An Jiaotong-Liverpool & Suzhou en Chine.
Ma these, effectuée sous la direction de Tatiana Smirnova-Nagnibeda, a obtenu le prix
Vacheron-Constantin de la meilleure thése en mathématiques/physique/informatique
de l'université de Geneve. J’ai ensuite passé les quatre années suivante comme postdoc
boursier a PENS de Lyon avec Mikael de la Salle. Puis je suis resté deux ans a travailler
a l'université de Neuchétel avec Alain Valette, d’abords comme postdoc puis comme
collaborateur scientifique. J’ai finalement rejoint mon poste actuel & 'automne 2022.

Mes réalisations scientifiques incluent mon prix de these, I’obtention de plusieurs
bourses mais surtout la résolution, avec M. de la Salle, d’une conjoncture vieille de 40 ans
a propos des automorphismes des graphes de Cayley. Pour démontrer cette conjecture,
nous avons utilisé des outils de combinatoire, de théorie géométrique des groupes ainsi
que des résultats sur les probabilités de commutation dans les groupes infinis.

Mes recherches se situent dans le domaine de la théorie géométrique et combinatoire
des groupes ainsi qu’en théorie des graphes et en dynamique symbolique. Je suis en
particulier intéressé par les phénomenes de rigidité dans les graphes de Cayley et de
Schreier, les limites et revétements de graphes (de Schreier), les groupes agissant sur
des arbres enracinés et leurs sous-groupes (faiblement) maximaux, ainsi qu’aux graphes
associés a des systemes dynamiques. J’ai plus précisément orienté mes recherches selon 5
axes principaux, distincts mais non sans liens entre eux. Les graphes de Schreier sont un
theme sous-jacent de ces recherches.

Le premier théme s’intéresse plus particulierement au phénomene de rigidité dans les
graphes de Cayley. Dans [LLS21; LS22a; LS22b], nous montrons avec M. de la Salle que
la plupart des groupes G de rang fini admettent un systéme de générateurs S tels que le
groupe d’automorphismes du graphe de Cayley Cay(G, S) soit égal & G.

Le deuxieme theme, trés lié au premier, traite de la transitivité des graphes ainsi
que des revétements. Je donne dans [Leel6b; Leel6a] une caractérisation algébrique
de la transitivité d’'un graphe de Schreier et répond partiellement & une conjecture de
Benjamini concernant les graphes qui peuvent étre revétu par un graphe de Cayley donné.
De maniére surprenante, ce sujet est aussi lié aux groupes simples. Dans [Lee22], je
démontre aussi que tout graphe régulier est soit isomorphe & un graphe de Schreier, soit
admet un revétement de degré 2 isomorphe a un graphe de Schreier.
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Un troisiéme théme de recherche concerne les graphes de Bruijn et leurs différentes
généralisations. Des physiciens ont récemment montré, [BD12], que, a la limite, ces graphes
partageaient certaines caractéristiques des graphes de Cayley du groupe de I'allumeur de
réverbere. Avec mes coauteurs, nous donnons dans [GLN16] une explication satisfaisante
a ce phénomene, en terme de limite de graphe. Cela permet de mieux comprendre le
comportement des graphes de Bruijn, mais aussi de pouvoir facilement faire des calculs
sur le groupe de l'allumeur de réverbére. Au passage, on aborde le produit tensoriel de
graphes et certains systemes dynamiques.

Le quatrieme theme de recherche part lui de I’étude des sous-groupes du groupe de
Grigorchuk, avec une attention toute particuliére portée aux sous-groupes faiblement
maximaux. D’une part, [BLN16; Leel6a], on montre 1’existence de nombreux tels sous-
groupes dans tout groupe branché, d’autre part, [Lee24], je donne une description
completes de ses sous-groupes dans le cas du groupe de Grigorchuk. Dans [GLN21;
Fra+24] avec mes co-auteurs nous caractérisons les sous-groupes branché de rang fini
du groupe de Grigorchuk. Caractérisation qui a des conséquences pour ’étude de la
topologie profinie. Finalement, avec D. Francoeur nous montrons dans [FL24] que certains
des résultats précités restent vrais dans le cadre plus général des groupes possédant la
propriété d’induction des sous-groupes. Nous démontrons aussi que tout groupe GGS de
torsion possede la sus-dite propriété.

Finalement, je me suis intéressé a certaines propriétés de points fixes (comme la
propriété (T)) et a leur interaction avec le produit en couronne [LS22c; LS24].
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1 Rigidité des graphes de Cayley

Les résultats de cette section proviennent d’un travail en commun avec M. de la
Salle, [L.S21; LS22a; LS22b].

Soit G un groupe et S un systeme de générateur. On peut associer au couple (G, S) son
graphe de Cayley Cay(G, S*). Les sommets de Cay(G, ST) sont les éléments de G et il y
a une arréte entre g et h si et seulement si g~'h ou h™ g est dans S. Cette construction
est bien connue et permet de voir G comme un espace métrique. Le groupe G agit sur
Cay(G, S*) par multiplication & gauche, ce qui donne donc une injection de G' dans le
groupe Aut(Cay(G, ST)) des automorphismes de Cay(G, ST). Si cette injection est en
fait une égalité, on dit que Cay(G, ST) est une représentation graphique réguliére de G.

De tels graphes ont aussi peu d’automorphismes que possible tout en étant des graphes
de Cayley. Ces graphes sont intéressant d’un point de vue combinatoire, mais aussi
parce qu’ils permettent de représenter le groupe G' comme un groupe d’automorphisme
d’un graphe avec de bonnes propriétés. D’un point de vue historique, le sujet remonte
a 1936 et a la question de Konig : quel groupe G peut étre obtenu comme le groupe
d’automorphisme d’un graphe I' 7 Frucht en 1939 (pour le groupes finis), puis Groot en
1959 et Sabidussi en 1960 ont démontrés que n’importe quel groupe peut étre obtenu de
cette maniere. La question suivante est : est-il possible d’obtenir le méme résultat si on
met des contraintes plus forte sur I', comme par exemple étre transitif 7 Plus précisément,
I est une représentation graphique réguliere de G si et seulement si G = Aut(I") et si
Aut(I") agit simplement transitivement sur les sommets.

Les groupes abéliens d’exposant au moins 3 ne possedent pas de représentation gra-
phique réguliére (prendre I’application inverse), de méme que les groupes dicycliques
généralisés. La question suivante a occupée de nombreux mathématiciens a la fin des
années 1970 :

Conjecture 1 (Watkins [Wat76]). Il existe en entier n tel que tout groupe de cardinalité
au moins n et qui n'est ni abélien d’exposant au moins 3 ni dicyclique généralisé est
rigide.

Plusieurs cas particulier de cette conjecture ont déja été prouvés. C’est en particulier le
cas pour les groupes finis, suite aux travaux de Imrich, Watkins, Nowitz, Hetzel et Godsil
dans les années 1970, [Imr69; ER70; Wat71; NW72; Wat72; Wat74; Imr75; IW76;
Het76 ; God81]. De plus, les groupes finis exceptionnels sont complétement compris : il en
existe 13, tous de cardinalité au plus 32, cf. [God81]. D’autre part, Watkins & démontré
[Wat76] que cette conjecture est vrai pour les produits libres de groupes.

Avec M. de la Salle nous avons traité le cas infini de rang fini. Celui-ci est obtenu en
combinant les deux résultats suivants :

Théoréme 2 ([LS21]). Soit G un groupe de rang fini qui n’est ni abélien ni dicyclique
généralisé. Si G a un élément d’ordre au moins (2 rank(G))36 alors il est rigide.

Théoréme 3 ([LS22a]). Soit G un groupe de rang fini non virtuellement abélien. Alors
G est rigide.
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Puisqu’'un groupe virtuellement abélien infini de rang fini contient un élément d’ordre
infini, la conjonction des deux théorémes ci-dessus ainsi que des résultats pour les groupes
finis donne une réponse positive a la conjecture 1; tout du moins pour les groupes de
rang fini.

Pour prouver les théorémes sus-cités, nous explorons deux notions de rigidités. Le
graphe Cay(G, s) est dit orientation-rigide si tout automorphisme préservant I’étiquetage
des arétes non-orientées préserve aussi 1’étiquetage des arétes orientées et couleur-rigide si
tout automorphisme préserve ’étiquetage des arétes non-orientées. Il est ainsi clair qu'une
représentation graphique réguliere pour G est un graphe qui est a la fois orientation-rigide
et couleur-rigide. Nous montrons tout d’abords que pour un groupe G sont équivalent
le fait de n’étre ni abélien d’exposant au moins 3 ni dicyclique généralisé et le fait que
pour tout ensemble de générateurs S le graphe Cay(G, S<3) est orientation-rigide. Nous
montrons ensuite que si G est de rang fini engendré par S et posseéde un élément d’ordre
suffisamment grand (dépendant de |S|), alors il existe un systéme de générateurs S C T'
tel que Cay(G,T) soit couleur-rigide. Finalement, en utilisant les marches aléatoires nous
démontrons I’équivalent de la précédante assertion pour les groupes non-virtuellement
abélien de rang finis.

Notre méthode nous permet aussi d’obtenir un analogue du théoréme 2 pour les graphes
dirigés ainsi que des résultats de rigidité sur le graphes revétu par Cay(G,T) :

Théoréme 4 ([LS21]). Pour tout premier p > 263 et tout monstre de Tarski Ty, il
existe un ensemble de générateurs T' de taille 12 tel que sivp: Cay(Tp,T) — A est un
revétement dont les restrictions sur les boules de taille 1 sont des isomorphismes, alors
ou ¢ est lidentité, ou A est infini et laction de son groupe d’automorphisme sur les
sommets d des orbites finies. En particulier, si ¢ n’est pas trivial, alors A n’est pas
transitif, ni méme quasi-transitif.

Finalement, nous obtenons aussi le résultat suivant

Proposition 5 ([LS22b]). Soit G un groupe de rang fini. Alors il admet un graphe de
Cayley avec groupe d’automorphisme discret.

Cela répond a

Conjecture 6 ([dT19]). Tout groupe de rang fini admet un graphe de Cayley avec un
groupe d’automorphisme discret.

Remarquons au passage que cela implique, [dT19], que tout groupe de présentation
finie admet un graphe de Cayley I' local-global rigide. "

En fait, [L.S22b] démontre une version plus précise de la proposition 5. Etant donné un
groupe G, on définit son indice de Cayley comme l'infimum de [Aut(Cay(G, S) : G], pris
sur tous les systémes de générateurs. Ainsi, G est rigide si et seulement si son indice de
Cayley est égal a 1. En se basant sur les résultats de [LS21; LS22a], nous calculons dans
[LS22b] I'indice de Cayley de tous les groupes infinis de rang finis. L’indice de Cayley
des groupes finis a été calculé en 2018 par Morris et Tymburski [MT18] en se basant en
partie sur les travaux pré-cités des années 70 sur les GRR pour les groupes finis.

1. i.e. Ir tel que si A est un graphe dont les r-boules sont isomorphes a celles de T, alors I revét A.
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Théoréme 7. [LS22b] Soit G un groupe infini de type fini. Alors son indice de Cayley
est 2 si et seulement si G est abélien ou dicyclique généralisé. Dans les autres cas, son
indice de Cayley est 1. De plus, le minimum est toujours atteint pour un ensemble fini de
générateurs.

2 Revétements de graphes transitifs et simplicité forte des
groupes

Les résultats de cette section ont pour I'essentiel été publiés dans [Leel6b] et [Lee22],
le reste faisant I’objet du chapitre 3 de ma these.

Le point de départ des recherches menées dans cette section a été la question suivante
de Benjamini. Existe-t-il un graphe de Cayley d’un groupe infini de rang fini (différent
de Z) qui ne recouvre aucun autre graphe infini transitif 7 Si dans cette question on
remplace « graphe transitif » par graphe de Cayley et qu’on demande que le revétement
préserve 'étiquetage (on parlera de revétement fort), alors la réponse est oui. Il suffit
de prendre n’importe quel groupe simple (ou plus généralement juste infini) infini et de
rang fini.

Le cas général est plus compliqué. Une premiere étape a consisté a montrer que tout
graphe transitif et localement fini était un graphe de Schreier d’un produit libre de la
forme F), x (Z/2Z)*™. Les graphes de Schreier Sch(G, H,ST), pour H < G, sont eux une
généralisation naturelle des graphes de Cayley. Les sommets sont les classes a droites Hg
et il y a une arréte entre Hg et Hh si et seulement si g~ ' Hh intersecte SUS~!. On a
donc une identification naturelle entre Cay(G, S*) et Sch(G, {1}, ST).

Dans ma these je démontre le résultat suivant.

Théoréme 8 ([Leel6al). Soit I' un graphe simple, connexe, localement fini, transitif de
valence d impaire. Alors I' admet un couplage parfait.

Comme corollaire, on obtient

Corollaire 9. Soit I' un graphe connexe, transitif de valence d. Alors T est un graphe
de Schreier d’un produit libre de la forme F,, x (Z/2Z)*™, ou F,, est libre de rang n et
d=2n+m.

Etant donné deux sous-groupes A et B d’un groupe, le graphe de Schreier de A revét
fortement celui de B si et seulement si A est contenu dans (un conjugué) de B. Pour
répondre a la question de Benjamini, il est donc utile d’avoir une caractérisation algébrique
de la transitivité d’un graphe de Schreier. Dans [Leel6b], je donne une caractérisation
de I'isomorphisme entre deux graphes de Schreier en terme du systéeme de générateur
et des sous-groupes. La preuve de cette caractérisation est essentiellement combinatoire.
Dans les cas des graphes de degré pair, cette caractérisation peut étre reformulée dans
des termes purement graphe-théoriques, sans réalisation préalable des graphes comme
des graphes de Schreier, et peut étre pensé comme un résultat de rigidité a la Mostow.
Un corollaire immédiat est la caractérisation de la transitivité d’un graphe de Schreier en
fonction du sous-groupe et du systéme de générateurs. De tels sous-groupes généralisent
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la notion de sous-groupes normaux et sont appelés transitif par les longueurs. Dans
[Leel6b] et ma these, j’en débute 1’étude, exhibant en particulier leur dépendance au
systeme de générateurs ou le fait que l'intersection de deux sous-groupes transitifs par
les longueurs est toujours transitive par les longueurs. Cette étude permet au passage de
donner une nouvelle caractérisation des sous-groupes normaux des groupes de rang fini.

Proposition 10 ([Leel6b]). Soit G un groupe de rang fini. Un sous-groupe H < G est
normal si et seulement si pour tout systéme de générateur S de taille au plus rang(G) + 1
le graphe de Schreier Sch(G, H, ST) est transitif.

La notion de sous-groupes transitifs par les longueurs induit une notion de groupe
fortement simple : tout groupe ne possédant aucun tels sous-groupes propres non-triviaux.
Je prouve que cette notion est strictement plus forte que la simplicité, mais aussi
strictement plus faible que le fait d’étre cyclique d’ordre premier :

Proposition 11 ([Leel6b]). D’une part, le groupe alterné A,, n’est pas fortement simple
pour tout n > 7 tmpair.
D’autre part, les monstres de Tarski sont fortement simple.

Ceci permet de répondre partiellement a la question de Benjamini. En effet, par ce qui
précede, tout graphe de Cayley d’un monstre de Tarski ne revét fortement aucun autre
graphe infini transitif. D’autres part, nous avons aussi une version pour les revétements
qui ne respecte pas forcément 1’étiquetage. C’est le théoreme 4 de la section précédante.

On peut aussi se poser la question de la structure de I'ensemble des sous-groupes
transitifs par les longueurs. En effet, il est bien connu que si M et N sont deux sous-
groupes normaux, alors M N N et (M U N) sont aussi normaux. En d’autres termes,
I’ensemble des sous-groupes normaux de G est un sous-treillis de I’ensemble des sous-
groupe de G. Il suit de [Leel6a] que I’ensemble des sous-groupes faiblement normaux est
stable par intersection. Il reste donc & traiter la question de 'union.

Dans [Leel6b] je montre aussi certaines généralisations du fait que si H est un quotient
de G par un sous-groupe fini, alors leur deux graphes de Schreier sont quasi-isométriques.

Finalement, dans le cours texte [Lee22], je démontre le résultat suivant

Proposition 12 ([Lee22]). Soit I' un graphe d-régulier. Alors, soit I' est isomorphique d
un graphe de Schreier, ou I' a un revétement A de degré 2 qui est isomorphique a un
graphe de Schreier.

Dans les deux cas, on peut supposer que le graphe de Schreier est pris par rapport au
groupe (Z/2Z)*.

Si ce résultat est un classique pour le cas d pair, il s’agit & ma connaissance de la
premiere preuve formelle pour d impaire. La preuve suit essentiellement du théoreéme 8
et ni la preuve ni le résultat n’étonneront les spécialistes du domaine.

2. Ils sont méme plus que cela : leurs graphes de Schreier ne sont méme pas quasi-transitif, et ce pour
tout systéme fini de générateurs.
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3 Graphes de Bruijn et généralisations

Une partie des résultats de cette section & fait ’objet d’une publication dans [GLN16]
et est un travail en commun avec R. Grigorchuk et T. Nagnibeda. La partie sur la
complexité est un travail en commun avec T. Nagnibeda. Le calcul du nombre d’orbites
dans les graphes toile d’araignée ainsi que la partie sur les graphes de Rauzy sont un
travail personnel présent dans ma these. Finalement, I’étude des graphes de Rauzy pour
les sous-décalage de complexité sous-exponentielles est un récent travail en commun avec
T. Nagnibeda, A. Skripchenko et G. Vepreev [Lee+24].

L’étude des limites des graphes finis est un sujet de grand interét tant pour les
théoriciens des graphes que pour les probabilistes et les dynamiciens, avec des liens avec
la physique statistique. Un des outils de bases dans ce domaine est la notion de limite
de Benjamini-Schramm, introduite dans [BS01]. On défini la limite d’un séquence de
graphes finis comme la limite faible (dans I'espace des mesures sur les graphes enracinés)
des mesures sur les graphes finis consistant & choisir uniformément la racine.

Une fameuse séquence de graphes finis est celle des graphes de Bruijn — des graphes
orientés représentant les recouvrements dans les séquences de symboles sur un alphabet
fini. Les sommets de B}m sont les séquences de n lettres sur 'alphabet {0,...,k — 1}
et pour tout sommet v = x1...x, et tout a dans ’alphabet, il existe exactement une
aréte étiquetée par a partant de v, sont sommet final étant zs...x,a. Les graphes de
Bruijn et leur généralisations (graphes toiles d’araignées et graphes de Rauzy) sont des
objets de grand intérét mathématiques qui possedent aussi de nombreuses applications
dans des domaines divers. D’une part, d'un point de vu mathématique ils encodent dans
des objets finis le comportement de sous-décalage et sont donc intéressant a la fois pour
la combinatoire et la dynamique (symbolique). Ils possédent aussi de bonnes propriétés
de connectivités et de remarquables propriétés de percolations [Pip91; Pip92; Pip06] et
spectrales. Finalement, ils sont reliés au groupe de 'allumeur de réverbéres. D’autres part,
les propriétés de ces graphes les rendent fort utiles pour les applications. Par example,
les graphes toiles d’araignées Sp v ont étés introduit par Ikeno en 1959 [Ike59] afin
d’étudier les systeémes de switchs téléphoniques. Ils sont aussi important en physique
statistique [BD12]. Les graphes de Rauzy quand a eux sont utiliser de maniére intensive
en bio-informatique pour encoder les séquences génomiques [Iqb+12].

Pour k fixé,les graphes de Bruijn forment une famille infinie dont le nombre de sommet
est croissant, il est donc intéressant d’étudier les propriétés asymptotiques de cette famille.
Un argument de plus pour 1’étude de cette limit est 1’article [BD12] des physiciens Balram
et Dhar. En effet, ils y calculent les mesures spectrales des graphes toiles d’araignées et
remarquent quelles convergent vers une distribution discrete. La distribution discrete de
la mesure spectrale est un phénomeéne rare qui n’était connu jusqu’ici, pour le graphes de
Cayley, uniquement pour le groupe de ’allumeur de réverbeéres. Il est donc naturel de
demander si ce comportement est une coincidence ou le signe de quelque chose de plus
profond. Dans [GLN16], avec Grigorchuk et Nagnibeda nous montrons que la limite de
(gkn)n (et plus généralement des graphes toiles d’araignées Sy v ar) est isomorphe (en
tant que graphe non-étiqueté) au graphe de Cayley du groupe de l'allumeur de réverbere
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FIGURE 1 — Graphes de Bruijn gg@, gzg and [3_;273.

L3, ce qui implique la convergence des mesures et donc le résultat de Balram et Dhar.
Ce dernier graphe est lui-méme connu pour étre le produit horocyclique, DL(k, k), de
deux arbres (non enracinés) k + 1 réguliers.

Théoréme 13 ([GLN16]). Pour tout k, la limite de Benjamini-Schramm (ou limite
faible) des S, N ar est DL(k, k), et ce indépendamment de la maniére dont l’on fait tendre
N et M wvers l'infini.

La preuve de ce fait se déroule comme suit. Premiérement, on constate que les versions
orientées Sk ~,m sont isomorphes a des produits tensoriels de cycles Chr et de graphe
de Bruijn BK, ~- On travail ensuite sur les produits tensoriels pour montrer qu’il suffit
de s’occuper du cas EK ~ qui correspond & M = 1. Puis on montre que le graphe de
Cayley de Ly, est approximé par les graphes de Schreier de son action sur 'arbre enraciné
k-régulier. Finalement, on prouve que EK ~ est isomorphe au graphe de Schreier de
I’action de Ly sur le N-eme niveau de ’arbre. Pour se faire, on utilise les graphes de
lignes.

La structure de produit tensoriel des §k ~N,Mm nous permet aussi de généraliser un
argument dii & Delorme et Tillich, [DT98], afin de calculer la mesure spectrale de Sg v -
On s’intéresse ensuite rapidement & la complexité (le nombre d’arbres couvrants) des
graphes toile d’araignée et a leur fonction zeta spectrale. On montre en particulier que les
fonctions zeta des graphes toile d’araignée convergent vers la fonction zeta de DL(k, k).
Ceci nous permet de calculer le déterminant de Fuglede-Kadison de DL(k, k) et d’obtenir
en particulier

, d
o (0) = (k- )2d Lls<k>

3. Ceci pour le systeme de générateur venant de la description comme groupe d’automate de Ly, et
non pas pour le systéme de générateur associé a sa structure de produit en couronne. Notons au passage
que la preuve de [GLN16] utilise action de £ sur un arbre enraciné, un théme récurent de ce projet

— log(k)

s=0
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FIGURE 2 — Graphes de Rauzy RQ,l,{ll}’ R272’{11} et R2’3’{11}.

ou Li dénote le polylogarithme.

On utilise ensuite la structure de produit tensoriel pour prouver plusieurs résultats sur
les graphes toiles d’araignées. Certains sont des généralisations de propriétés connues,
mais ce n’est pas le cas de tous. En particulier, on montre que Sy y s est isomorphe a
deux graphes de Schreier distincts de Ly (les graphes sous-jacents sont les mémes, mais
I'étiquetage differe) et on discute de leur transitivité. Je montre que S; n s et gk N,M
sont transitifs si et seulement si M > N et donne des bornes sur le nombre d’orbites
lorsque M < N. Pour ce faire, on utilise essentiellement la structure de produit tensoriel
pour les bornes supérieures, et celle de graphe de Schreier pour les bornes inférieures.

Dans ma these je discute du cas des graphe de Rauzy qui correspondent a un sous-
décalage 1a ou les graphes de Bruijn correspondent au décalage complet. D’un point de vue
pragmatique, étant donné un ensemble F' de mots interdits sur ’alphabet {0,...,k — 1},
on définit le graphe de Rauzy Ry, r comme le sous-graphe de B_’}m obtenu en enlevant
tous les sommets correspondants a des mots contenants des éléments de F' comme sous-
mot. Ainsi, pour k¥ = 1 et F = {11} on ne garde comme sommets que les mots ne
contenant pas la séquence 11. Outre leur intérét mathématique propre, les graphes de
Rauzy sont beaucoup utilisé en biologie pour classifier des séquences d’ADN. Dans ce
cadre plus général, j’ai montré dans ma thése que pour les sous-décalages de type finis
et sous certaines hypotheses techniques, les graphes de Rauzy Ry, r ont pour limite
une mesure pup supportée sur des produits horocycliques d’arbres. En général, les arbres
considérés ne sont plus réguliers, mais on a néanmoins une description explicite de ceux-ci
qui ne dépend que de F'. Les graphes qui nous intéressent n’étant plus forcément régulier,
il est donc impossible d’utiliser des actions de groupes ou des graphes de Schreier dans
les preuves. Les preuves ici sont combinatoire et consistent a placer les graphes de Rauzy
sur les étages d’un arbre non-régulier construit par insertion de digit au milieu (et non a
droite), puis d’utiliser Perron-Frobenius. Finalement, des calculs explicites sont faits pour
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les graphes de Rauzy sur 'alphabet binaire. Le seul cas ne découlant pas immédiatement
de ce qui précede est le cas du sous-déplacement de Fibonacci (correspondant au mot
interdit {11}).

Dans un récent travail avec T. Nagnibeda, A. Skripchenko et G. Veprev [Lee+24]
nous étudions les graphes de Rauzy associé a un sous-décalage, et plus généralement a
un langage, de complexité p(n) sous-exponentielle. Rappelons qu’un sous-décalage de
type fini a lui toujours une complexité exponentielle (ou bornée). Dans ce cadre nous
démontrons

Théoréme 14 ([Lee+24]). Soit L un langage factoriel et presque prolongeable de fonction
de complezité p(n). Sont équivalents :

1. Les graphes de Rauzy R, convergent vers la droite Z,
2. Les graphes de Rauzy orienté ﬁn convergent vers la droite orientée Z,

3. p(n) est non bornée, croit sous-exponentiellement et la limite des graphes de Rauzy
R, existe,

4. p(n) est non bornée, croit sous-exponentiellement et la limite des graphes de Rauzy
orientés R, existe,

5. p(n) est non bornée et lim,, p(p?:)l) =1,

6. Les mesures spectrales empiriques (g, convergent vers une mesure qui a densité

1 . .
Py dz relativement d la mesure de Lebesque sur [—2,2].

7. p(n) croit sous-exponentiellement.

Un point important pour nous est qu'un langage £ est factoriel et prolongeable si et
seulement si il est le langage d’un sous-décalage bilatére (sur Z). De plus, si £ est le langage
d’un sous-décalage monolatere (sur N) possédant un ensemble fini avec orbite dense (par
exemple un sous-décalage minimal), alors £ est factoriel et presque prolongeable.

Remarquons aussi que la droite orientée Z est elle aussi un produit horocychque de
deux arbres! En effet, Z est le produit horocyclique de deux copies de Z.

4 Structure des sous-groupes des groupes branchés

L’essentiel de mes contribution sur les groupes branchés ont étés publiées dans [BLN16 ;
GLN21; Fra+24; FL24; Lee24]. Ceux dont ce n’est pas le cas proviennent de ma theése
[Leel6al.

Les groupes branchés sont des groupes agissant sur un arbre enraciné tel que les
stabilisateurs des sommets soient « gros ». Ils jouent un role important (& coté des
groupes simples et des groupes héréditairement juste infini) [Gri00] dans la classification
des groupes justes infinis (les groupes infinis dont tous les quotients propres sont finis).
Pour un groupe infini, étre juste infini est un relachement de la condition de simplicité : on
admet des quotients non-triviaux, mais seulement s’ils sont finis, et donc dans un certain
sens triviaux du point de vue de la théorie géométrique des groupes. Cette condition et a
la fois naturelle du point de vue de la géométrie a large échelle, et utile en pratique puise
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tout groupe infini de rang fini admet un quotient juste infini. Une découverte majeure
de Wilson dans les années 1970 (raffinée plus tard par Grigorchuk) est que la classe
des groupes juste infini se sépare en trois sous-catégories qui sont, essentiellement, les
groupes simples, les groupes héréditairement juste infini (tous les sous-groupes d’indice
fini de G sont juste infini; comme Z ou SL(n,Z),n > 3) et les groupes branchés juste
infinis. Les groupes dans cette derniére catégorie sont des exemples de groupes agissant
fidelement sur des arbres enracinés et son caractérisés par une structure de sous-groupes
tres riche, malgré le fait qu’ils soient juste infinis. Un exemple marquant d’un tel groupe
est le premier groupe de Grigorchuk G. Il s’agit du premier exemple connu de groupe de
croissance intermédiaire (répondant a une question de Milnor, 1968) ainsi que de groupe
moyennable mais non-élémentairement moyennable (répondant a une question de Day,
1957) [Gri80; Grig4].

Les groupes auto-similaire apparaissent eux naturellement en dynamique [Nek05] et
sont des exemples de groupes d’automates. Bien que ces deux classes soient différentes,
leur intersection est non-vide et contient de nombreux exemples intéressant, dont G. Les
groupes branchés auto-similaire sont une source importante d’exemples exotiques et de
contre-exemples en théorie géométrique des groupes, et leur étude a suscité beaucoup
d’intéréts ces vingt derniéres années. Ainsi, la classe des groupes branchés auto-similaire
de rang fini contient des examples de groupes de torsion et de groupes sans torsion, de
groupes de croissances intermédiaire et de groupes de croissance exponentielle, de groupes
moyennables et de de groupes non-moyennables.

Formellement, si T" est un arbre enraciné d-régulier (la racine a degré d et tous les autres
sommets d + 1), un sous-groupe G < Aut(T') est branché si I'action induite G ~ 9T sur
le bord de ’arbre est minimal et si pour tout n le sous-groupe

H Ristg(v)

v a distance n de la racine

a indice fini dans G, olt RistG(v) = Ny nest pas un descendant de » Stabg(w) est le stabi-
lisateur rigide de v, c’est-a-dire sous-groupe des éléments de G agissant trivialement
en-dehors de T, I’ensemble des descendants de v.

Supposons maintenant que 7' soit un arbre enraciné régulier et G < Aut(7"). Pour tout
sommet v, notons 7T, le sous-arbre enraciné en v des sommets w telles que la géodesique
entre w et la racine passe par v. On a un isomorphisme naturel entre T, et T'. Ceci
nous donne donc une application ¢, : Stabg(v) — Aut(Ty,) = Aut(T). Le groupe G est
auto-similaire si ¢, (Stabg(v)) < G pour tout v, et auto-réplicant si on a égalité pour
tout v.

Parmi les exemples populaires de groupes branchés auto-similaires, on retrouve le
premier groupe de Grigorchuk G (qui agit sur T l'arbre 2-régulier). La structure des
sous-groupes de G a été étudiée par plusieurs auteurs. On connait ainsi les stabilisateurs
des sommets de T5 et des points du bord 075, les stabilisateurs rigides, les centralisateurs,
les sous-groupes de petit indice [GW03; Leel6a] et les sous-groupes maximaux (qui sont
7, tous d’indice 2 par [Per00]).

L’étape suivante est ’étude des sous-groupes faiblement maximaux, ¢’est-a-dire des sous-
groupes maximaux parmi les sous-groupes d’indice infini. Le point de départ de cet étude

11
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est la démonstration par Bartholdi et Grigorchuk que dans un groupe branché, tous les
sous-groupes paraboliques (les stabilisateurs des points de T') sont faiblement maximaux,
infinis et distincts. En partant de la, plusieurs problémes naturels se présentent. Existe-t-il
d’autres sous-groupes faiblement maximaux ? Si oui, ont-ils de bonnes propriétés, et est-il
possible de les classer ?

Avec K. Bou-Rabee et T. Nagnibeda nous avons montré

Théoréme 15 ([BLN16]). Soit G un groupe branché. Alors tout sous-groupe fini Q de
G est contenu dans un nombre non-dénombrable de sous-groupes faiblement mazimauz.

En particulier, pour le groupe de Grigorchuk ou les groupes spinaux généralisés, si
on prend @ = (a) on obtient qu’il existe un nombre non-dénombrable de sous-groupes
faiblement maximaux qui ne sont pas paraboliques. En effet, a ne stabilisant aucun rayon il
ne peut pas étre contenu dans des sous-groupes paraboliques. La preuve pour ) quelconque
est un argument diagonal et possede des similitudes avec la preuve de Margulis et Soifer
pour l’existence d’un nombre non-dénombrable de sous-groupes maximaux d’indices
infinis dans les groupes linéaires non virtuellement résoluble. On suppose qu’il n’existe
qu'un nombre dénombrable de sous-groupes faiblement maximaux (W;);>1. Il s’agit de
trouver un groupe H = H; ayant de « bonnes propriétés » et un élément g; n’appartenant
pas a W1 tel que Hy := (Hy, g1) ait toujours ces fameuses bonnes propriétés. Au final,
on obtient H = |J; H; un sous-groupe d’indice infini qui n’est contenu dans aucun des
W;, d’ou la contradiction. Dans le cas particulier des groupes branchés, une des « bonnes
propriétés » est que Staby,(n) fixe un sous-arbre, pour un certain n qui ne dépend
pas de 2. Ceci assure que H; soit d’indice infini. Il reste ensuite a vérifier qu’on peut
toujours trouver g; et itérer le processus. Au passage, nous prouvons que les sous-groupes
faiblement maximaux dans un groupe de torsion sont auto-normalisant (égal a leur
normalisateur).

Dans [BLN16], nous montrons aussi qu'il existe des sous-groupes faiblement maximaux
vivant aussi bas que 'on veut dans ’arbre. Plus précisément : pour tout sommet v de
I’arbre, il existe un sous-groupe faiblement maximal W, tel que W, stabilise v, mais ne
stabilise aucun sommet situé sur un niveau plus bas.

Dans ma these, je démontre aussi une légere amélioration du résultat de Margulis et
Soifer pour le cas spécifiques des groupes libres non-abéliens. Dans ce cas, il existe un
continuum de sous-groupes maximaux d’indice infini. Le « gain » par rapport a la version
non-dénombrable est faible (voir nul si 'on croit & I'hypotheése du continu), mais le réel
avantage réside dans la preuve qui est bien plus courte et facile & comprendre que celle
du cas générale. En effet, puisque tout graphe 2d-régulier est un graphe de Schreier du
groupe Fy, Uexistence de sous-groupes maximaux d’indice infinis revient a trouver des
graphes infinis 2d-régulier qui ne revétent fortement aucun graphe, a part eux-mémes et
la rose. Ce dernier critere est relativement aisé a vérifier.

A la fin de ma thése j'investigue rapidement les graphes de Schreier des sous-groupes
de G, montrant en particulier qu’il existe des sous-groupes faiblement maximaux dont
le graphe de Schreier n’est pas isomorphe, méme en oubliant I’étiquetage, au graphe de
Schreier d’un sous-groupe parabolique.

12
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Finalement, dans [Lee24] j’identifie deux familles de sous-groupes faiblement maximaux
dans les groupes branchés. La premiere famille est une généralisation des sous-groupes
paraboliques et consiste en les stabilisateurs (ensemblistes) Stabg(C') de fermés non-ouvert
C du bord 9T de l'arbre tel que Stabg(C') agit minimalement sur C. Ces sous-groupes,
que j’'appelle paraboliques généralisés partagent de nombreuses propriétés avec les sous-
groupes paraboliques. La deuxiéme famille contient les sous-groupes faiblement maximaux
avec une structure a blocs. Heuristiquement, un sous-groupe de G a une structure a blocs
si, & indice fini pres, il est un produit de copies de G (certaines inclues diagonalement) ;
les figures 3 et 4 pourront éventuellement aider a se faire une idée. En particulier, la
description d’un sous-groupe a bloc fait intervenir un nombre fini de sommets de 7.

{1}
diag (K x K9)

F1GURE 3 — Un sous-groupe a bloc du premier groupe de Grigorchuk. B et K sont des
sous-groupes d’indice fini (8 et 16) de G. Ici B sous le sommet de droite
signifie que 1'on considére les éléments de Aut(7') fixant ce sommet v, agissant
comme un élément de B sous le sous-arbre enraciné en v et trivialement
ailleurs. Le sous-groupe final, est le produit de cette copie de B et du sous-
groupe diag(K x K%); cf la figure 4.

ke K

diag(Ke x Kb x Kc)

FIGURE 4 — Un sous-groupe diagonal du premier groupe de Grigorchuk. Il est constitué
des éléments g € Aut(T") fixant les feuilles de I'arbre et agissant comme k°
sous la feuille la plus a gauche, comme I’identité sur la feuille voisine, etc.

Dans [GLN21], nous démontrons avec R. Grigorchuk et T. Nagnibeda que pour le
groupe de Grigorchuk, les sous-groupes avec une structure a blocs coincident avec les sous-
groupes de rang fini. Au passage, nous obtenons aussi une caractérisation des produits
sous-directs (sous-groupe du produit qui se projette surjectivement sur chaque facteur)
des groupes juste-infinis. Grace a cela, j’ai pu démontrer le résultat de classification
suivant :

Théoréme 16 ([Lee24]). Soit G le groupe de Grigorchuk. Les sous-groupes faiblement
mazimaux de G appartiennent d l'une des deux classes suivantes : paraboliques généralisés

13
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et faiblement maximaux avec une structure & blocs. Ces deux classes admettent de
nombreuses caractérisations, comme montré dans la table 1.

’ parabolique généralisé ‘ structure a blocs
pas de rang fini de rang fini
Vv : Ristyy (v) est infini Ju : Ristyy (v) = {1}
VF C 0T fini W.F pas dense dans 0T dF C 0T fini avec W.F dense dans 0T
Vn3v € Ly, : [pu(G) : u(W)] est infini InVo € Ly, : [pu(G) 1 @u(W)] est fini

TABLE 1 — Les deux classes de sous-groupes faiblement maximaux du groupe de Grigor-
chuk. Ici ¢, (G) est un raccourcis pour ¢, (Stabg(v)), alors que £,, dénote le
n-éme level de l’arbre (I’ensemble des sommets & distance n de la racine).

En fait, les résultat de [Lee24] ne concernent pas seulement le groupe de Grigorchuk,
mais plus généralement les groupes branchés auto-réplicants ayant la propriétés d’induc-
tion des sous-groupes (que nous ne définirons pas explicitement ici). Ainsi nous obtenons
le résultat suivant :

Théoréme 17 ([GLN21; Fra+24]). Soit G un groupe branché, auto-réplicant et avec la
propriété d’induction des sous-groupes. Supposons de plus que l'action de G sur larbre
soit aussi primitive que possible (les seuls partitions préservées sont celles provenant
de la structure de l’arbre). Alors les sous-groupes de rang fini de G coincident avec ses
sous-groupes avec une structure a blocs.

Au vu de ce qui précede, il est clair que la propriété d’induction des sous-groupes
est un outil important pour ’étude des groupes branchés. Il est ainsi naturel de vouloir
pousser la recherche dans deux directions : trouver d’autres conséquences de la propriétés
d’induction des sous-groupes, et exhiber de nouveaux examples de groupes la possédant.
En effet, seulement deux exemples de groupes avec la propriété d’induction des sous-
groupes étaient connus : le groupe de Grigorchuk [GWO03] et le 3-groupe de Gupta-Sidki
[Gar16]. Dans [FL24] avec D. Francoeur nous poussons plus loin I’étude des groupes avec
la propriété d’induction des sous-groupes. Tout d’abords nous fournissons une infinité
d’exemples :

Théoréme 18 ([FL24]). Les groupes GGS de torsions possédent la propriété d’induction
des sous-groupes.

Ensuite nous démontrons que cette propriété a de nombreuses conséquences. Avant de
les énoncer, rappelons que la topologie profinie est la topologie engendré par les classes
a gauche des sous-groupes d’indice fini. Ainsi, un groupe est résiduellement fermé si et
seulement si {1} est fermé dans la topologie profinie.

Théoréme 19 ([FL24]). Soit G un groupe branché auto-similaire de rang fini avec
la propriété d’induction des sous-groupes. Alors G est torsion, juste infini et LERF
(localement extensivement résiduellement fini : tout sous-groupe de rang finis fermé dans
la topologie profinie).

14
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St de plus G est un p-groupe et H est un sous-groupe de rang fini de G, alors tous les
sous-groupes mazimauzr de H ont indice fini. De plus, dans ce cas tous les sous-groupes
faiblement maximaux de G sont fermés dans la topologie profinie.

En combinant le théoréme 18 et les résultats de [Lee24] sur 'existence d’un continuum
de sous-groupes faiblement maximaux, nous obtenons

Corollaire 20. Le premier groupe de Grigorchuk ainsi que les GGS de torsion possédent
un continuum de sous-groupes fermés dans la topologie profinie.

Ceci est a notre connaissance, le premier example de groupe de type fini avec un
continuum de sous-groupes fermés dans la topologie profinie.

5 Produit en couronne et propriétés de points fixes

Les résultats de cette sous-section ont étés publiés dans les deux articles [LS22c; LS24].
Lorsqu’on étudie une propriété de groupes, il est courant de demander si elle est stable
pour les opérations « naturelles » sur les groupes. Une telle opération est le produit en
couronne, qui généralise le produit cartésien. Rappelons qu’étant donnée deux groupes G
et H et un H-espace X, on définit le produit en couronne (permutationnel)

Gix H = (@G) X H,
X

ou H agit sur la somme directe par permutation des facteurs. Ainsi, si X est réduit a un
point 'on retrouve le produit direct de G et H.

Dans le contexte des propriétés de points fixes, un premier résultat sur les produits en
couronne a été obtenu par Cherix, Martin et Valette avant d’étre raffiné par Neuhauser
et concerne la propriété (T) de Kazhdan :

Théoréme 21 ([CMV04 ; Neu05]). Soit G et H deux groupes discrets, avec G non-trivial,
et X un ensemble muni d’une H-action. Le produit en couronne Gix H a la propriété (T)
si et seulement si G et H ont tous les deux la propriété (T) et X est fini.

La propriété (T) étant équivalente pour les groupes dénombrables, par le théoreme de
Delorme-Guichardet, a la propriété FH (toute action sur un Hilbert & un point fixe), le
théoreme ci-dessus peut donc étre vu comme un résultat sur une propriété de point fixe.

Des résultats similaires ont par la suite été obtenus pour les propriétés FA (toute action
sur un arbre & un point fixe) et FR (actions sur des arbres réels) [CK11] ou FW (action
sur des complexes cubiques CAT(0)) [Corl3; LS22c|. Si tous ces résultats se ressemblent,
leurs démonstrations utilisaient des méthodes ad hoc et n’était pas généralisable.

Avec Schneeberger, nous avons tout d’abords terminé la preuve du cas FW : Gix H
possede la propriété FW si et seulement si G et H ont FW et X est fini. Nous avons
surtout donné une preuve élémentaire de ce fait en utilisant les graphes de Schreier
[LS22c].
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Mais notre principal apport & ce sujet [L.S24] consiste a changer la focale et a ne plus
regarder les propriétés sus-nommées comme des propriétés de points fixes, mais comme
des propriétés d’orbites bornées. Ce changement de point de vue nous a permis d’obtenir
une preuve simple et unifiée des différents résultats sus-nommeés. De plus, cela permet
une généralisation tres large de ces résultats.

Définition 22 ([LS24]). Soit S une sous-catégorie de Met la catégorie des espaces
métriques munies des applications non-expansives.* Un groupe G a la propriété BS si
toute G-action par S-morphismes sur un S-espace a ses orbites bornées.

Pour un sous-groupe H < (3, on peut aussi définit la notion de propriété BS relative :
toute G-action possede des H-orbites bornées.

Comme cas particulier de propriétés de type BS,” nous avons :

— La propriété de Bergman pour S=Met,

— La propriété FB, pour S=Ban la catégorie des espaces de Banach réfléxifs réels
(avec les isométries affines comme homomorphismes),

— La propriété FH pour S=Hil la catégorie des espaces de Hilbert réels (avec les
isométries affines comme homomorphismes),

— La propriété FW pour S=Med la catégorie des graphes médians connexes,

— La propriété FR pour S la catégorie des arbres réels,

— La propriété FA pour S la catégorie des arbres,

— Cofinalité non-dénombrable pour S la catégorie des espaces ultra-métriques.

Ces propriétés sont reliées entre elles de la maniére suivante :

Propriété de
Bergman

FB, FH FW

FR FA Cofinalité non-
dénombrable

De plus, a l'exception éventuelle de I'implication [Propriété de Bergman — FB,],
toutes ces implications sont strictes.

Il est possible de définir d’autres propriétés du méme genre : FHypc (S étant les
espaces hyperboliques complexes ou réels), BB (pour les espaces de Banachs réels), BLP
(pour les espaces LP). Finalement, un groupe ne se surjecte pas sur Z° si et seulement si
il a la propriété BS ou S contient un seul objet : un arbre 2-régulier (le graphe de Cayley
standard de Z) et ol on ne regarde que les morphismes préservant ’orientation.

S’il est possible de définir un zoo de nouvelles propriétés de type BS, il est illusoire
de vouloir prouver un résultat de stabilité sur les produits en couronne pour n’importe

4. Plus généralement, on peut regarder une sous-catégorie de PMet, la catégorie des espaces pseudo-
métriques.

5. Les noms FB,, FH, ... viennent du fait que ces propriétés ont historiquement d’abord été définies
comme des propriétés de points fixes.

6. Rappelons que d’apres un résultat classique de Serre, un groupe a FAsi et seulement si il est de
cofinalité non-dénombrable, ne se surject pas sur Z et n’est pas un amalgame.
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Catégorie S Propriété satisfait I’axiome
correspondantes (A1) \ (A2) \ (A3)
Espaces métriques Propriété de Bergmann v v v
Espaces de Banach BB v v v
Espaces de Banach refléxifs FB, v v v
Espaces LP (p fixés) BLP v v = p# o0
Espaces de Hilbert FH v v v
Espaces hyperboliques /R et C FHypc X X X
Graphes médians FW v v v
Arbres réels FR v X X
Arbres FA v X X
Espaces ultramétriques cofinalité non-dénombrables v v X
Arbres 2-réguliers avec Isom™ BZ X X X
Espaces de diameétres finis vrai pour tous les groupes v v X

TABLE 2 — Axiomes satisfait par S

laquelle de ces propriétés. En effet, un tel résultat est en général faux. Il faut donc se
restreindre a certaines sous-catégories de Met.

Définition 23 ([LS24]). Une sous-catégorie S de Met a des actions de groupes non-
triviales (aziome (A1)), si pour tout groupe non-trivial G il existe un S-espace X et une
action de G sur X par S-automorphisme qui bouge au moins un point.

S satisfait ’axiome (A2) si elle posséde des puissances cartésiennes finies compatibles
avec la bornologie, ”

S satisfait ’axiome (A3) si elle posséde des puissances cartésiennes infinies compatibles
avec la bornologie.

La Table 2 contient un résumé des axiomes satisfait par les catégories précédemment
mentionnées.
Il est maintenant possible d’énoncer le résultat principal de [LS24] :

Théoréme 24 ([LS24]). Soit S une catégorie satisfaisant les axiomes (A1), (A2) et
(A3) de la définition 25. Soit G un groupe non-trivial et H un groupe agissant sur un
ensemble X . Le produit en couronne Glx H a la propriété BS si et seulement si G et H
ont tous les deux la propriété BS et X est fini.

Ce résultat s’applique en particulier a la propriété de Bergman, ainsi qu’aux propriétés
FB,, FH et FW.
Une légere modification de la preuve permet d’obtenir

7. Pour tout S-espace X et tout entier n il existe une structure de S-espace sur X", compatible avec
la bornologie, cf [LS24] pour une définition précise.
8. Voir [LS24] pour une définition précise.
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Théoréme 25 ([LS24]). Soit G un groupe non-trivial et H un groupe agissant sur un
ensemble X . Le produit en couronne G lx H a cofinalité non-dénombrable si et seulement
si G et H ont tous les deux cofinalité non-dénombrable BS et H agit sur X avec un
nombre fini d’orbites.

Finalement, nous obtenons une tres légere amélioration des résultats de [CK11] :

Théoréme 26 ([LS24]). Soit G un groupe non-trivial et H un groupe agissant sur un en-
semble X sans points fizes. Le produit en couronne Glx H a la propriété FA (respectivement
FR) si et seulement si H a la propriété FA (respectivement FR), H agit sur X avec un
nombre fini d’orbites, G ne se surjecte pas sur Z et G a cofinalité non-dénombrable.
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